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Àííîòàöèÿ: Äîêëàä ïîñâÿùåí ïðèìåíåíèþ ìåòîäà äâîéñòâåííîé ðåãóëÿðèçàöèè â ïàðàìåòðè÷åñêîé
ëèíåéíî-âûïóêëîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïîòî÷å÷íûìè ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðà-
âåíñòâà è íåðàâåíñòâà; îáñóæäàåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ðåãóëÿðèçîâàííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ëèíåéíî-âûïóêëàÿ çàäà÷à îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïîòî÷å÷íûìè ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà, ïîíè-
ìàåìûìè êàê îãðàíè÷åíèÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ≡ L2(X)

(Pp,r) g0(u) ≡
∫ T

0
(〈F (t)x[u](t), x[u](t)〉+ 〈G(t)u(t), u(t)〉)dt → min, u ∈ D ⊂ L2(0, T ),

g1(u)(t) ≡ 〈ϕ1(t), x[u](t)〉 = h(t) + p(t), g2(u)(t) ≡ ϕ2(t, x[u](t)) 6 r(t) ïðè ï.â. t ∈ X.

Çäåñü: p ∈ H, r ∈ H � ïàðàìåòðû, g0 : L2(0, T ) → R1 � ñèëüíî âûïóêëûé ôóíêöèîíàë ñ ïîñòî-
ÿííîé κ, F, A : [0, T ] → Rn×n, B : [0, T ] → Rn×m, G : [0, T ] → Rm×m � èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó
îãðàíè÷åííûå ìàòðèöû, ϕ1, h ∈ L∞(0, T ) � çàäàííûå ôóíêöèè, ϕ2 : [0, T ]×Rn → R1 � âûïóêëàÿ
ïî x, íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñ ãðàäèåíòîì ∇xϕ2 ôóíêöèÿ, D ≡ {u ∈ L2(0, T ) : u(t) ∈ U ïðè ï.â. t ∈
∈ (0, T )}, U ⊂ Rm � âûïóêëûé êîìïàêò, X ⊂ [0, T ], X = cl

◦
X, x[u](t), t ∈ [0, T ] � ðåøåíèå çàäà÷è

Êîøè
ẋ = A(t)x + B(t)u(t), x(0) = x0 ∈ Rn, t ∈ [0, T ].

Îáîçíà÷èì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (Pp,r), åñëè îíî ñóùåñòâóåò, ÷åðåç u0
p,r.

Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ äâîéñòâåííàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ è ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíò-
ðÿãèíà. Äâîéñòâåííàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ [1] äëÿ çàäà÷è (Pp,r) çàêëþ÷àåòñÿ â íåïîñðåäñòâåííîì
ðåøåíèè äâîéñòâåííîé ê (Pp,r) è ðåãóëÿðèçîâàííîé ïî Òèõîíîâó çàäà÷è

Rα
p,r(λ, µ) ≡ Vp,r(λ, µ)− α‖(λ, µ)‖2 → sup, (λ, µ) ∈ H ×H+, (1)

Vp,r(λ, µ) ≡ min
u∈D

Lp,r(u, λ, µ), Lp,r(u, λ, µ) ≡ g0(u) + 〈λ, g1(u)− h− p〉+ 〈µ, g2(u)− r〉,

u[λ, µ] ≡ arg min{Lp,r(u, λ, µ) : u ∈ D}, (λα
p,r, µ

α
p,r) ≡ arg max{Rα

p,r(λ, µ) : (λ, µ) ∈ H ×H+},
H+ ≡ {z ∈ L2(X) : z(t) > 0 ïðè ï.â. t ∈ X},

â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðîèñõîäèò àïïðîêñèìàöèÿ â ìåòðèêå L2(0, T ) ïðè α → 0 ðåøåíèÿ u0
p,r ýëåìåí-

òàìè u[λα
p,r, µ

α
p,r]. Íàëè÷èå ïàðàìåòðà (p, r) ∈ H×H â èñõîäíîé çàäà÷å ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü çà-

âèñèìîñòü îò íåãî ñâîéñòâ ñõîäèìîñòè äâîéñòâåííîãî àëãîðèòìà (1): ñâÿçü ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè
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ñâîéñòâàìè ôóíêöèè çíà÷åíèé (S-ôóíêöèè) β(p, r) ≡ {g0(u0
p,r), åñëè çàäà÷à

(Pp,r) ðàçðåøèìà; +∞ â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå}, ðàçðåøèìîñòüþ äâîéñòâåííîé çàäà÷è, ïðèí-
öèïîì Ëàãðàíæà è ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

Âàæíåéøåå ïðåèìóùåñòâî ðàññìîòðåíèÿ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è (Pp,r), êàê îãðàíè÷åíèé â L2(X),
çàêëþ÷àåòñÿ, ïðåæäå âñåãî, â òîì, ÷òî ýòî ïðèâîäèò ê óñòîé÷èâîìó ê îøèáêàì èñõîäíûõ äàííûõ
àëãîðèòìó åå ðåøåíèÿ [1]. Â òî æå âðåìÿ, ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà èñõîäíûå äàííûå ýòè
îãðàíè÷åíèÿ ìîæíî, åñòåñòâåííî, òðàêòîâàòü è êàê îãðàíè÷åíèÿ â L∞(X) (p, r ∈ L∞(X) ) è C(X)
(ϕ1, h, p, r ∈ C(X)). Ïðè ýòîì ïîíÿòèÿ îïòèìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ â óêàçàííûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ
ýêâèâàëåíòíû ïîíÿòèþ îïòèìàëüíîñòè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ¾òå æå¿ îãðàíè÷åíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ
â L2(X).

Êàê è â [1], [2], àëãîðèòì (1) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (Pp,r) âåäåò ñåáÿ äâîÿêî â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, ðàçðåøèìà èëè íåò äâîéñòâåííàÿ ê (Pp,r) çàäà÷à. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñåìåéñòâî äâîéñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ (λα

p,r, µ
α
p,r), α → 0 îãðàíè÷åíî â H × H, âî âòîðîì � íåò. Îäíàêî â îáîèõ ñëó÷àÿõ

¾ïàðàëëåëüíî¿ ñ ïîñòðîåíèåì ìèíèìèçèðóþùåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â ñìûñëå Äæ. Âàðãè
àëãîðèòì (1) âåäåò è ê ñîîòâåòñòâóþùèì íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì � òàê íàçûâàåìîìó ðåãóëÿðèçî-
âàííîìó ïðèíöèïó Ëàãðàíæà â íåäèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå [2] â çàäà÷å (Pp,r) è, ñîîòâåòñòâåííî,
ðåãóëÿðèçîâàííîìó ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Ãëàâíîå îòëè÷èå ïîñëåäíèõ îò èõ êëàñ-
ñè÷åñêèõ àíàëîãîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, îíè çàïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ ìèíèìè-
çèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (à íå îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé), à âî-âòîðûõ, âûïîëíÿþòñÿ â
ëþáîé çàäà÷å (Pp,r), èìåþùåé ðåøåíèå (êàê èçâåñòíî, ýòè êëàññè÷åñêèå àíàëîãè â çàäà÷àõ (Pp,r)
ñ îãðàíè÷åíèÿìè â L2(X) ìîãóò íå áûòü ñïðàâåäëèâûìè).

Â äîêëàäå öåíòðàëüíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ îáñóæäåíèþ ðåãóëÿðèçîâàííûõ ïðèíöèïà Ëàãðàí-
æà è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â çàäà÷å (Pp,r), âîçìîæíîñòè è öåëåñîîáðàçíîñòè èõ
ïðèìåíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, à òàêæå íåêîððåêò-
íûõ îáðàòíûõ çàäà÷. Ïîêàçûâàåòñÿ òàêæå, ÷òî, åñëè â çàäà÷å îòñóòñòâóåò îãðàíè÷åíèå-ðàâåíñòâî
((Pp,r)=(Pr)), à îãðàíè÷åíèå-íåðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ êàê îãðàíè÷åíèå â C(X), r ∈ C(X), òî ðå-
ãóëÿðèçîâàííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïîñëå íåêîòîðîé åñòåñòâåííîé ïåðåíîðìèðîâêè ìíîæèòåëÿ
µα

r , â íåçàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàçðåøèìà èëè íåò äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à, ïðèâîäèò ê íåâûðîæäåí-
íîìó êëàññè÷åñêîìó ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ óïðàâëåíèÿ u0

r , â çàïèñè êîòîðîãî
ó÷àñòâóåò òðàäèöèîííàÿ â òàêîì âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ìåðà Ðàäîíà. Êðîìå òîãî, îáñóæäàåòñÿ
âàæíîñòü èçó÷åíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ (Pp,r) ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ àíàëîãè÷íûõ
àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ è íåëèíåéíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè
[3]. Ðàññìàòðèâàþòñÿ èëëþñòðàòèâíûå ïðèìåðû.
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ÂÎËÜÒÅÐÐÎÂÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ È ÈÕ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ Â

ÒÅÎÐÈÈ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÕ ÓÏÐÀÂËßÅÌÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 1

c© Â.È. Ñóìèí, À.Â. ×åðíîâ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âîëüòåððîâû îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ; óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè.
Àííîòàöèÿ: Äàåòñÿ îáçîð ïîëó÷åííûõ àâòîðàìè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñîõðàíåíèÿ ãëîáàëüíîé ðàçðå-

øèìîñòè âîëüòåððîâûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå âîçìîæíîñòåé èõ êîíêðåòíîãî ïðèìåíåíèÿ ê
ðàçëè÷íûì óïðàâëÿåìûì íà÷àëüíî-êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè.

Â [1] áûëî ïðåäëîæåíî äëÿ èçó÷åíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ èñïîëüçîâàòü
ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ âèäà

z(t) = f(t, A[z](t), v(t)), t ∈ Π ⊂ Rn, z ∈ Lm
p ≡ (Lp(Π))m , (1)

ãäå f(., ., .) : Π×Rl×Rs → Rm, v(.) : Π → Rs � óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ, A[.] : Lm
p → Ll

q � îïåðà-
òîð, âîëüòåððîâ íà íåêîòîðîé ñèñòåìå T èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ Π â òîì ñìûñëå, ÷òî ∀H ∈ T
çíà÷åíèÿ A[z](t), t ∈ H, íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèé z(t), t ∈ Π\H. Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå [1] âîëü-
òåððîâîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèåì
èçâåñòíîãî îïðåäåëåíèÿ À.Í. Òèõîíîâà ôóíêöèîíàëüíîãî îïåðàòîðà òèïà Âîëüòåððà è îçíà÷àåò,
÷òî ∀H ∈ T PHA = PHAPH , ãäå PH � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
ìíîæåñòâà H ⊂ Π. Ìíîæåñòâà H ∈ T ïðè ýòîì åñòåñòâåííî íàçâàòü âîëüòåððîâûìè ìíîæå-
ñòâàìè ôóíêöèîíàëüíîãî îïåðàòîðà A. Ôîðìà (1) óäîáíà â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,
âî-ïåðâûõ, ââèäó òîãî, ÷òî ê íåé åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäÿòñÿ ðàçíîîáðàçíûå óïðàâëÿåìûå
íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñàìûõ ðàçëè÷íûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè, à âî-âòîðûõ, ïîòîìó, ÷òî òàêîå îïèñàíèå ðàñïðåäåëåííûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì àäåêâàòíî
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